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2D KE. Rekapitulacija osnovnih jednacina
linearne teorije elasticnosti. Ravansko stanje
napona

= Kada vektori napona za sve presecne ravni u nekoj tacki tela
pripadaju jednoj ravni onda je stanje napona u toj tacki
ravansko, odnosno moze da se kaze da su vektori napona u
to] tacki komplanarni

= Vektor spoljasnjih sila

qT = {C[x C[y} q" ={ax#0 q,#0 gq,=0}
= Vektor pomeranja (w # 0) ol 99 gy gl
ul = fu v} W={u#0 v#0 w=0}

= Komponente napona

o' ={0x#0 0,#0 0,=0 T4, #0 7y, =0 7, =0}

ol = {ax Oy Txy}

= Komponente deformacije

e ={ex#0 &, #0 &#0 Yy =0 ¥y, =0 ¥, =0}

e ={& & Yay}

Z,w



|

2D KE. Rekapitulacija osnovnih jednacina
linearne teorije elasticnosti. Ravansko stanje

napona

= Uslovi ravnoteze

= |zrazeni preko komponenata napona i preko unutrasnjih sila

ol = {Gx

Oy Txy}

9/dx 0 9/dy
0 d/dy 9/dx

O-X
Oy

= _{qx} N Deo' = —q
T y
Xy

= Veze izmedu deformacije
i pomeranja

du v Ju N ov
Ey = — &, = — = = — 4 —
* ox Y 0y Yy = Vyx dy Ox
w
Dk = 0 a/ay €= Dku (82 = —a )
Z
0/0, /0,
; el o SRR
A eformacije
o r_ E——— _,I_,l‘_——-'*"’"? elementarnog
A | 4 + yoa kvadrata dxdy u
A ," ravnii
& Ay I aag P {,, odgovarajuce
iy ', dilatacije i Kiizanje
e —~_\i""_- G- (Ax—0i Ay—0)

of ={Ny N, Ny}
Ny

[a/ax 0 9/3y]) v __{Qx

0 d/dy 0/ox Ny Ty
Xy

Nyx = Ny

Veze izmedu napona
i deformacije

0o = D(£ - sOt) Eot = att{l 1
1 v 0
o £
Y(T1=-+2 1—-v|). 7 (™
1—-v
Txy 0 O > Vxy
e=Co+g, C=D1

Sx 1 1 % 0
Vxy 0 0 2(1+v)

-V

}—>Deo'=—q

Konstitutivne jednacine
izrazene pomocu
Hukovog zakona

0}

Ea;t {1}
— 1
Vo

—_

Oy 1
Txy 0

1+v

1
(ez = E[—v(ax +o,)] +act = - v(ex +ey)+ 1 _Vatt)



2D KE. Rekapitulacija osnovnih jednacina

linearne teorije elasticnosti. Ravansko stanje
napona

= Prirodni granicni uslovi
= Na ivici gde su zadati prirodni granicni uslovi (po silama) qpn | Gpns
{CIbTL} — {Nn}
Apnt Nnt Nx
= ako je ivica zida paralelna sa _ dox) _ 1 0 07) n
osom y (x=const.) sled q = Rq0 = {Cbey} N [0 0 1] Ny
= Esencijalni graniéni uslovi »
= Na ivici zida su zadati esencijalni granicni uslovi (po pomeranjima) uy,,
| Up¢ Upn _ Un
{ubt} - {ut}

= ako je ivica zida paralelna sa osom y

. Upy 11 01(u
(x=const.) za zadate komponente u, = Ryu- {v } = lO 1 {v}
pomeranja U, i vV, U pravcu 0sa X iy vazi b
= Komentar

= S obzirom na to da je komponenta ¢, tenzora deformacije razlicita od nule, a
komponenta g, fenzora napona jednaka nuli, pri analizi potencijalne energije
deformacije ove veliCine se zanemaruju jer je njihov proizvod jednak nuli




2D KE. Rekapitulacija osnovnih jednacina
linearne teorije elasticnosti. Ravansko stanje
deformacije

= U tacki tela vlada ravansko stanje deformacije ako sve
komponente deformacije leze u jednoj ravni

= Telo se nalazi u ravanskom stanju deformacije ako u svakoj
tacki viada ravansko stanje deformacije i ako sve
komponente deformacije leze u medusobno paralelnim

ravnima
v w' ={ux0 v+0 w=0} u ={u v}

6l ={0x#0 0, #0 0, #0 T #0 7, =0 7, =0}

o' ={0x Oy Txy}

ef={ex#0 &, #0 =0 V¥ #0 ¥, =0 ¥z =0}

T ={& & Yy}

Uslovi ravnoteze i veze izmedu komponenata deformacije (¢, ¢, i v,,)

i komponenata pomeranja (u, v) imaju isti oblik kao i kod ravanskog
stanja napona
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2D KE. Rekapitulacija osnovnih jednacina
linearne teorije elasticnosti. Ravansko stanje
deformacije

= Veze izmedu napona i deformacije (konstitutivhe jednacine)
izrazene pomocu Hukovog zakona glase

oc=D(g—¢gy) g =a;t{1 1 0}
1—v % 0
- _ 1—2v - _
Tey A+v)1-2v) 0 0 Vay A+v)(1-2v) 0 Loy 0
B E v 1—v 0
D_(1+v)(1—2v)l 0 0 1—24
e=Co+¢g, C=D71 >
Ex 1—-v —v 0](% 1
1+v — _
{Sy} =z | 1-—v O]{Gy } + att{l} (7 = (o5 +0y) — Eavt)
Vxy 0 0 21 (Txy 0 1 0
1+v|t—V 7V
E |, g‘
= Komentari

= S obzirom na to da je komponenta ¢, tenzora deformacije jednaka nuli, a komponenta o, tenzora

napona razlicita od nule, pri analizi potencijalne energije deformacije ove veliCine se zanemaruju
jer je njihov proizvod jednak nuli

= Jednacine ravnoteze su iste za RSN i RSD pa su naponi oy i gy, za oba sluCaja isti
= Kada je v # 0 pomeranja za sluc¢aj RSD su nesto manja u odnosu na pomeranja za slucaj RSN
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2D KE. Trougaoni KE. Linearna
interpolacija. CST KE ‘_ 6

y,v
R3x °
= Osnovne nepoznate Osnovni
trougaoni KE
d'={d; d; ds} ViR,
1
dl ={w; v}, i=1.273 (1, y2) Rox s,
(X2, ¥2) 2 Ry, X U

= Direktan postupak za odredivanje IF

= Raspodela pomeranja u polju KE definisana je potpunim linearnim
polinomima

U=a+a,x+agy V =0y +asx + agy
(1Y
ay A=[1 x y 0 0 O
0O 0 01 x vy

_ uy 1 x y 0 0 0])as
“—A"‘_’{v}—lo 0 0 1 x y]<

A al ={a1 a, a3 a, as ag}
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2D KE. Trougaoni KE. Linearna
interpolacija. CST KE

= Direktan postupak za odredivanje IF
= Granicni uslovi za cvorove KE

u1 = al + ale + a3y1 v1 = 0(4 + 0(5x1 + 0(6y1
Uy = aq + ayxy + a3y, Uy = Q4 + AgXy + AgYo
Uz = aq + ayx3 + azys3 V3 = 4 + AgX3 + Y3

= odnosno vektor pomeranja cvorova KE glasi

(d1\ rU1\ 1 X1 WM 0 0 07 ra1\
1 % y, 0 0 07
dELREE TR i
_ 3| 2| _ 2 2 3 _ 1 x y» 0 0 O
d—c"‘_’<d4>_<v2>_0 0 0 1 x, yz<d4> ‘ g’fyoé’gzyoz
ds Usg 1 x3 y3 0 0 01]]|%s 00 0 1 x 3

&d6l kUgJ 10 0 0 1 X3 Y3 &a6j
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2D KE. Trougaoni KE. Linearna
interpolacija. CST KE

= Direktan postupak za odredivanje IF
= Uvodeci povrsinu tfrougaonog KE

1 1 X1 yl a1 = X2Y3 —X3Y2, Az = X3Y1 —X1Y3, A3 = X1Y2 — X2)1
A=-=]1 Xy Y =—(a1+a2+a3) by =y2—ys, by =y3 = y1, b3 =y1 =2
2 1 2 C1 = X3 — Xy, Cyr = X1 — X3, C3 =Xy —Xq
X3 Y3
= sledi ]

aq 0 a, 0 a3 0

b, 0 b, 0 by O

c-1 = Tl 0 ¢ 0 ¢z O

2410 a, 0 a 0
0 b, 0 b, 0 b,
0 C1 0 Cy 0

= Matrica IF glasi
N, 0 N, 0 Ny O

— -1 _
N=AC ‘[0 N, 0 N, 0 N
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2D KE. Trougaoni KE. Linearna
interpolacija. CST KE

= Direktan postupak za odredivanje IF

= odnosno IF glase b2 B,
1 Ay = X2Y3 —X3Y2, G2 =X3Y1 —X1¥3, A3 = X1Y2 — X2)1
Ni = ﬁ (ai + bix + Ciy), i =123 by =y2—y3 b, = y3 = y1, bs =y1 -,

€1 = X3 — X2, C2 = X1 — X3, €3 = X2 — X1

= Raspodela pomeranja u polju KE  {{j=u=na=[ 0 & 0 7 P17
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2D KE. Trougaoni KE. Linearna
interpolacija. CST KE

= Matrica krutosti

k = JBTDBdV = jBTDBhdA
V A
= Raspodela deformacije u polju KE

0/0, 0 N 9N O

D,=| 0 a/0, ox ox 0x
DN a/0, 0/0, 0 dN; 0 dN, 0 ON;
Tk B= dy dy dy
N_[N1 o N o0 N, 0] dN, 0N, AN, AN, ON; 0N,
~10 N O N, 0O Ny ldy dx 0Jdy Jdx 0dy Ox.

1 [Y2—Ys3 0 Y3— N 0 Y1—Y2 0 1/pr 0 bz 0 by O
B=ﬂ 0 x3_x2 O xl_x3 O xz_xl = 0 Cl 0 CZ 0 C3
X3 —=X2 Y2—Y3 X1 —X3 Y3—YV1 X2—X1 Y1—)Y2 ¢ by ¢ by, c¢3 by

Komentar: isti oblik B za ravansko stanje napona i ravansko stanje deformacije
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2D KE. Trougaoni KE. Linearna
interpolacija. CST KE

= Matrica krutosti

= Ukoliko je debljina h KE konstantna sledi b2 R,
b1 0 C1
0 ¢4 b
h |b 01 C1 bl 0 bz 0 b3 0 k11=i[b12D11+CfD33i|' k12=k21=L[b1C1(Dlz+D33)]
1<=BT1)BhfdA=a 02 . b2 D|0 ¢ 0 ¢ 0 «c3 4A 4A
2 2 h h
by 0 | L by ¢; by c3 b3 ki =k = [bib,Dy a6 kg =k = [bi6,Dy, +5,6Ds]
0 C3 b3

h h
kis =ks; = _[b1b3D11 +C1C3D33], kg =ke = ﬂ[bl(:?;DlZ +b3C1D33]
(k11 k12 kiz ks kis  Kig)

h
ka2 kaz kza kas kae [C D, +b2 :| kys = ks, z_[bzchn +b1C2D33]
kss kss kas kag D Diz 0 "
k= k k k D= D21 D22 0 24 :k42 =—[C1C2D22 +b1b2D33 ’ kzs =k52 :L[b3C1D21 +b1C3D33]
. 44 k45 k46 0 0 D33 4A 4A
sim. 55 56 h h
kg Ky = ke, = a[clc3D22 +b1b3D33]' ks =a|:b22D11 +C§D33:|
h h
1 v 0 k34 = k43 = ﬂ[bzcz (D12 +D,, ):|' kss =k53 = a[bzbsDn +¢,6,0;,
p=_E v 1 0 h h
RSN: D = 1-v2 IO 0 1-v k36 :ksa za[bzclez +b3C2D33], k44 zﬂ[czzDzz +b22D33]
2
h
1 0 k45 ks4 [bscan +b2C3D33], Ky =Kes = a[czcaDzz +bzbaDaa]
-V v
‘p=—E | v 1—-v 0 :L 2 e - h
RSD: D = iy [ : . 1_2v] i [b D, +cDy; |, Koo =hes = [b,c,(D,, +Ds5) |
2 h

——A[ D,, +biD ]




2D KE. Trougaoni KE. Linearna

interpolacija. CST KE

= Vektor ekvivalentnog optereéenja
= Ako na KE deluje samo zapreminsko opterecenje q

(Q1x)

Q gly

Q= {QZ} = 4 sz
Q; 2y

Q3x

\QByJ

(Q1)
Q>
Q3
Q4
Qs

\Q¢/

F[N: 0]
0 N,
N 0 |(9x
= [ NTqhaa = | |2 { }hdA
= | v 0 N,|lay
2 N, 0
;{ 0 Nal

= Ako su zapreminske sile konstantne, t]. g, = gy = const.iq, = q,0 =

const., i ako KE ima konstantnu debljinu h, vektor ekvivalentnog
opterecenja i-tog ¢vora glasi

0= {gy = n{a) [ ran =5

A

S obzirom na to da interpolaciona funkcija N; ima
dxo vrednost 1 u ¢voru i, a u ostalim ¢vorovima 0O,
{C[ } vrednost integrala v izrazu predstavlja zapreminu
y0 zamiSlienog tetraedra Cija je baza povrsina A i
visina 1, 1. V = (1/3)-A-1

3
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2D KE. Trougaoni KE. Linearna
interpolacija. CST KE

= Vektor ekvivalentnog opterecenja

16

- Sopstvena tezina (h=const.) (Y1x) (0
Qly 1
0] 0 ) Qx| Ah |0
{Qy}_ pg{1} Q=30 (= P93 )1
Q3x 0
U3y \1/
= PoCetne deformacije g, (h=const.) Q)
€x0 Qly
Q= JBTDsodV = fBTDsohdA = BTD{ €y0 }JhdA = 3 82" = hABTD{
Yxyo 2y
4 A YOI A
Q3x
= Poc¢etni naponi 6, (h=const.) Gy
(Q1x)
Qly
_ Q2x _ J T _ T{O-xO}
Q=10.7 (= | B'oodV = —hAB" | 9o
M 0
\QByJ

€xo
Yxyo

}
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2D KE. Trougaoni KE. Linearna
interpolacija. CST KE

= Vektor ekvivalentnog opterecenja

= Raspodeljeno opterecenje duz konture bar? B,

= Elementarna povrsina konture na koju deluje
opterecenje je dS = hds, a opterecenje je U
funkciji lokalne koordinate s i u opstem slucaju
ima komponente u pravcu Dekartovih
koordinatnih osa x iy

y, V 4

= Raspodela pomeranja na konturi i-j KE u zavisnosti od pomeranja cvorova na
krajevima konture (linearna raspodela pomeranja u polju KE vazii za
pomeranja na konturi) data je izrazom

N O Ng; O V;
uS=NSd=[Sl Sj ] i

0 Ng 0 N
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2D KE. Trougaoni KE. Linearna
interpolacija. CST KE

= Vektor ekvivalentnog opterecenja

= Raspodeljeno opterecenje duz konture

= Raspodela pomeranja na konturi i-j je
linearna funkcija koordinate s

Us = a; + ays Vs = A3 + ayS

aq

w=aa= =l 5 1 She

Ay

= Za ¢vorove na krajevima konture

us(0) =w; =a;  us(lij) = w5 = ay + @zl

vS(O) =V; = a3 vs(ll-j) = 'Uj = a3 + aél-lij

= Gy —x)” + (3~ 9)°
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2D KE. Trougaoni KE. Linearna
interpolacija. CST KE

= Vektor ekvivalentnog opterecenja

= Raspodeljeno opterecenje duz konture
= Vektor pomeranja krajeva konture i-j glasi

ul _1 O O 0_ al
vil 10 0 1 offa
d=Ca- ui( (1 L 0 0])as
Vj _O 0 1 lij %)
-1 0 0 07
P
_ Lij Lij
=l 1 0 o
o 1, L
i lLij Lij
= Matrica IF S S ]
1-— 0 — 0
) ) Lij Lij
u; =Aa=AC"'d=Ngd >Ny =AC™' = s s
0 1—— 0 —
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2D KE. Trougaoni KE. Linearna
interpolacija. CST KE

= Vektor ekvivalentnog opterecenja

= Raspodeljeno opterecenje duz konture
= Vektor ekvivalentnog opterecenja u

cvorovima na kraju konture i-j glasi
— S —_
([1-= o
. 81’96 0 1—li
2 B B2 T _ ij
e={o)}=10n (= | Nanas s,
Qy) ' Lij
0 S
J i lij |

lij
= Primer. Kontura je opterecena samo jednako podeljenim opterecenjem u

Pravcu x ose (gp=gpwn=const.). Vektor ekvivalentnog opterecenja za cvorove

na krajevima konture glasi r '1_li 0

Qix 0 1 _i 1
_ Qi} Q| J T _ Lij | (qbxo _ Guxohlij )0
Q_{Qj Qi [ N5 qhds = s { 0 }hds_ 2 1

Qjy g 0

0




2D KE. Trougaoni KE. Linearna
interpolacija. CST KE

= Raspodela deformacije u polju KE

Ex 1 b1 0 bz 0 b3 0 u (x2, y2) 2 sz3 X u
£={€y}=Bd=—0 cgc 0 ¢ 0 ¢34 2\

24 ¢ by ¢ by c3 bs

Vxy

\Ug]

= S obzirom na to da su elementi matrice B konstantni sledi da su komponente deformacije u
elementu konstantne pa se ovaj element naziva trougaoni element sa konstantnim
deformacijama ili CST element (Constant Strain Triangle element)

= Raspodela napona (unutrasnjih sila) v polju KE

(U1
U1
Oy 1 b1 0 bz 0 b3 0 u Nx Oy
6={0y!=DBd=Sd=—D|[0 ¢ 0 ¢, 0 c5|{ 2} Ny t = h{oy
T 24 (%) T
Xy C1 b1 C2 b2 C3 b3 u3 ny Xy
= gde je S=DB (matrica raspodele napona KE) \V3)
Dy Dy O 1 b1D11 c1D12 b2D11 c2D12 b3 D11 c3D12
D=(D,; D, O S = A b1 D21 c1D22 b2D21 c2D22 b3D21 c3D22
0 0 Ds c1D33 b1D33 c2D33 b2D33 c3D33 b3D33

= S obzirom na to da su elementi matrica D i B konstantni sledi da su komponente napona
(unutrasnjin sila) u elementu konstantne sto se zaklju€uje i na osnovu konstantninh deformacija




2D KE. Trougaoni KE. Linearna
interpolacija. CST KE

= Komentari

= Kontinuitet pomeranja na granicama izmedu pojedinih KE je ispunjen jer
linearna raspodela pomeranja duz ivica KE moze jednoznacno da se odredi u
zavisnosti od pomeranja odgovaragjucih ¢vorova

= Pomeranja cvorova susednih KE jednaka su pomeranjima cvorova mreze (U
kojima su susedni elementi spojeni) pa su uslovi kompatibilnosti pomeranja duz
susednih ivica dva KE ispunjeni

= § obzirom na to da ovqj KE ispunjava uslove konformnosti (kompatibilnosfi
pomeranja) kao i uslove kompletnosti obezbedeni su dovoljni uslovi za
monotonu konvergenciju resenja

Kontinuitet deformacije na granicama susednih KE nije obezbeden

Uslovi ravnoteze zadovoljeni su u polju KE ali su naponi na granicama izmedu
susednih KE u opstem slucaju razliciti, tj. uslovi ravnoteze na granicama izmedu
susednih KE u opstem sluCaju nisu zadovoljeni

U ¢vorovima KE zadovoljeni su uslovi ravnoteze

U slucajevima nagle promene deformacije odnosno napona heophodno je
primeniti KE malih dimenzija, odnosno primeniti veliki broj elemenata, tj. usitnifi
mrezu KE i na taj nacin smanijiti greske. S obzirom na to da se na ovaj nacin
formira mreza sa velikim brojem KE ovo se moze smatrati nedostatkom ovog KE
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2D KE. Pravougaoni KE. Bilinearna

[ [ X J
interpolacija
4| Ua 7 3 uz,
. (xa, Ya)[ Ray (x3, ya) R3§<5
= Osnovne nepoznate Osnovni
pravougaoni KE v ady
dl={d, d, d; d,} 2. Ly o
Ul: U:23
df ={u; v}, i=1.2734 (s ya) Rl o2y o
| a ble a |

= Direktan postupak za odredivanje IF

= Usvaja se nepotpun polinom drugog stepena za raspodelu
pomeranja u polju KE

U= a1+ ax + azy + asxy

u=Aa—>{“}=[1 Xy xy 0 0 0 o]“sl
V=0as +agx + ayy + agxy vl 10 00 0 1T x y xy

A_1xyxy0000]
10 0 0 0 1 x y

al ={a; a, a3 ay, as ag a; ag}

23
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2D KE. Pravougaoni KE. Bilinearna
interpolacija : ;

V4“R4y Yy, va V3“R3y
4| Ua 7 3 U§5
. . . (Xa, Ya)[ Ray (xs, y3)|  Rax
= Direktan postupak za odredivanje IF
X, u
~ . ev . . " L
= Za cvorove KE sledi (granicni uslovi) , 'y .
u =a ta,x, +ay, +axy, =a, —a,a—ab+a,ab VilRy, Va[R,,
u u
v, =a, tox, ta,y, togxy, =a, —a,a—-ob+a,ab : 1 )RI: 5 R:Z
X1, 1x 2x
u, =a, +o,x, +a.y, +o,x,y, =a, +a,a—ob—a,ab vV g (2, y2)
e »le a >l
V, =0 + X, + Ly, + Xy, = o, +aa—a,b—a.ab 3 a "
U, =a, + X, + LY, + a4, XY, =, +a,a+a,b+a,ab 1 b a0 0 0 O
0 0 O 0 1 —a -b 0
V,=a. +a.X,+a,y, +a Xy, =a. +a.a+a,b+a.ab
3 5 673 773 87373 5 6 7 8 1 a —b —ab O 0 0 0
u,=a, +a,x, +ta,y, +a,x,y, =a, —a,a+ob—a,ab o0 0 01 b —ab
V, =05+ 06X, + Y, + 05X, Y, = Qs — a0+ a;b+agab |1 a b ab 0 0 O 0
S P - 0O 0 O 01 a b ab
d1 u, 1 -a -b ab 0 0 0 o, 1 —a b —-ab 0 0 O 0
d, v, 0O 0 O 0 1 —a -b a, 0 0 0 01 -a b -ab]
d,| |u,| |1 a -b —-ab 0 0 0 Of|a, @ 0 ab 0 ab 0 ab 0
- 0 b O b 0 -b O
d, v, 0O 0 O 0 1 a -b -abj|q,
d=Ca >« L= = < -a 0 -a 0 a 0 a O
dS U3 1 a b ab 0 0 0 0 a'5 oo 1 1 0 -1 0 1 0 -1 0
d, v, O 0O O 01 a ab || a; “4ab| O ab O ab O ab O ab
d| lu| |1 -a b —-ab 0 0 0 0lla 0 -5 0 b 0 b 0 -b
1 a 0 -a 0 a 0 a
dg v,] [0 0 O 0 1 -a b -ab||a,] 0 1 0 1 o0 0 1]
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2D KE. Pravougaoni KE. Bilinearna

interpolacija
(e 4 ! g | : 3yu=3 5
« IF glase o 10 R T
X, u
R R I I
m=3(-90-Y) ==Y N
Bed D0 Mg

= Raspodela pomeranja v polju KE
u=Nd
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2D KE. Pravougaoni KE. Bilinearna

OMKE

interpolacija
= Matrica B
[ON; oON, ON; 0N, T
0x 0 dx 0 dx 0 0x 0
ON dN dN oN
B=[0 — o =2 - —
dy dy dy dy
oON, 0N, J0N, JdN, OdN; ON; JON, ON,
ldy Odx 0dy 0dx dy dx dy Ox|
1 |7bty b—y b+y
B=Z? 0 —a+x 0 —a—Xx 0
Wl-a+x -b+y —-a—-x b-

26
8 6
Va4R,, Y, V4 V3t Rsy
4| Ua 7 3 Uz, 5
(Xa) Ya) [ Ray (x3, y3)| Rax
b
’ X, U
2n I_g “4
VilR,, Va|R,, b
(VR u;
> >3
Rlx 2 RZx

Komentar: isti oblik B za ravansko stanje napona i ravansko stanje deformacije

= Matrica krutosti

Za h=const. k = hj BTDBdA = h
A

_a—

0 —b—y
a+x 0
y a+x b+y

a b
~f B'DBdxdy
b

a—Xx

0
a—x
—b—y



VatR,y, Y, Va V3R,
4] Ys 7 3] U
2D KE. Pravougaoni KE. "™ ol B
v i
Bilinearna interpolacija A, Bk,
Uy w
. o Dyy Dy O (Xlilyl) Rid (Xzzyz) er;%
* Matrica krutosti p=bn Dz O - a4 o

4 (b’D11+a’D33] 3ab (D12:D33) -4b°D11:2a’D33 3ab (D12-D33) -2 (b’D11+a’D33) -3ab (D12:D33) 2b’D1l1-4a’D33

3ab (D21-D33) 4 (a’D22+b’D33)

-4b2D11-23a’D33

3ab (D21-D33)
-2 (b’ D11+ a’ D33)
-3ab (D21-D33)
2b%D11-4a? D33

3ab (-D21-D33)

-2 (a’ D22 + b? D33

3ab (-D12-D33)
2a?D22-4b%D33
-3ab (D12-+D33)
3ab (D12 -D33)

-4 a3%D22 +2b?D33

3ab (-D21-D33)

4 (b?D11 + a® D33)

-3ab (D21 -D33)
2b%D11 - 4 a’ D33
3ab (D21-D33)

-2 (b?D11 - a® D33)

3ab (D21 -D33)

2a’D22-4b°D33
~3ab (D12 +D33)

4 (a®D22-b%D33)
3ab (-D12-D33)

-4 a’D22+2b2D33

3ab (D12 +D33)

-3ab (D21-D33)
2b?D11-4a%D33
3ab (-D21-D33)

4 (b” D11+ a’ D33)

3ab (D21+D33)

~4b2Dp11-22a%D33

-2 (a’D22 + b? D33)

3ab (D12 - D33)

-4 a%D22 +2b?D33

3ab (D12 - D33)

3ab (-D12 +D33)

4 (a®D22 -+ b? D33)

3ab (D21-D33)

-2 (b? D11 - a® D33)

3ab (D21 -D33)

-4b’D11+22a%D33

3ab (-D21-:D33)
4 (b?D11 + a® D33)

3ab (-D12-+D33)
-4a’D22-+2b%D33
3ab (D12 + D33)
-2 (a®D22 - b% D33)
3ab (D12 - D33)
2a’D22-4b°D33
-3ab (D12+D33)

-2 (a®D22+b%D33) 3ab (D21-D33) 2a?D22-4b7D33  -3ab (D21-D33) 4 (a?D22-b?D33)

= Raspodela deformacije, napona i unutrasnjih sila v polju KE

Ny ¢+ =h{oy
oc={9x 0y Txy}' =DBd=Sd Ny Txy
= gde je matrica S=DB (matrica raspodele napona KE)
1 D11 (-b+y) D12 (-a+x) D11 (b-y) -D12 (a+x) D11 (b+y) D12 (a+x) -D11 (b+y) D12 (a-x)
S = —|D21 (-b+y) D22 (-a+x) D21 (b-y) -D22 (a+x) D21 (b+y) D22 (a+x) -D21 (b+y) D22 (a-x)
4ab D33 (-a+x) D33 (-b+y) -D33 (a+x) D33 (b-y) D33 (a+x) D33 (b+y) D33 (a-x) -D33 (b+y)
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2D KE. Pravougaoni KE. Bilinearna

interpolacija

OMKE

= Vektor ekvivalentnog opterecenja

SIS

O L LY

9
< X

L

L

<

' =jbe§thdy=hJ-bb

0

0
0

0

3] el

Komentar:

28

> Q3x
?%x(y) b_|7 X, U

Matrica interpolacionih funkcija N za ivicu izmedu
cvorova 2 i 3 KE odreduje se smenomx=a uN

Y &

= Ako je KE proizvbljno orijéntiscm

T, 0
lo T
T= 0 0
0 0

T l cosa
! —sina

0
0
T3
0

Ssina

cosa

0
0
0

T,

|

i =1,2,3,

4




2D KE. Pravougaoni KE. Bilinearna
interpolacija

= Komentari

= Kod opisanog KE obezbeden je konfinuitet pomeranja na granicama
izmedu susednih KE

= Dilatacija ¢, ima linearnu promenu U odnosu na y osu i konstantna je
U odnosu na x osu, a za dilaftaciju €, vazi suprotno

= Klizanje y,, menja se linearno u odnosu Na ose x iy
= Jednacine ravnoteze nisu u opstem sluCaju ispunjene

= Dobro numericko ponasanje u slucaju zatezucih ili pritiskujucih
spoljasnjin opterecenja

= U sluCaju Cistog savijanja KE pokazuje povecanu krutost i pofreban je
veliki broj KE za priblizavanju tacnom resenju. Javlja se smicuca
deformacija u KE a trebalo bi da bude jednaka nuli (tzv. parazitska
smicuca deformacija koja koja povecava krutost KE)

= Pravougaoni oblik moze da se smatra nedostatkom ovog KE u
slucaju kada je potrebno aproksimirati slozeniju geometriju
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OMKE

2D KE. Pravougaoni KE. Bilinearna
interpolacija. Primer

= Kvadratna ploc¢a opterecena v svojoj ravni

= Podaci su: g = 100 MPa, modul elasticnosti E = 200 GPa, Poasonov
koeficijent v = 0,3, debljinah =0,01 miduzinaiviceL=2m

— >
] =
— >

. ‘ .

(d) (U4

d; vy

d§ Uy

d; v

d=d"={ *}={"2

d5 u3

dg U3

d; Uy

\dg3/ \Vs

>y

O N UT s WN -

-

30

m}“ I;E
. N a
4 8 6
: @ V4“R4y y, v V3AR3y
i u u
| P wso A sml
| X X
1 ,,,,,,,,,,,,,, S L/4
| @ X, u
| L/2 2| 4
Vi Rly Va2 R2y L/4
u; =0 Uy u23___1______9§a____
v X v;=0 R, 1 2 R'ZX v,=0 simetrije
. L/2 L/2 W L/4 ., L/4
U, 3
v3 6 aa**a a
vy, 8

=P; +Q; = dj = K5;'S;



k" =k =10°-
i 1 2 3 4 5 6 7 8 ]
9,89011 : 3,57143 . —6,04396 | —0,27473 . —4,94505 | —3,57143 . 1,09890 = 0,27473 |1
9,89011 . 0,27473  1,09890 = —3,57143 | —4,94505 : —0,27473 = —6,04396 | 2
9,89011 : —3,57143 = 1,09890 : —0,27473 : —4,94505 = 3,57143 |3
9,89011 : 0,27473 = —6,04396 3,57143  —4,94505 | 4
9,89011 = 3,57143  —6,04396 : —0,27473 | 5
simetri¢no 9,89011 | 0,27473 . 1,09890 |6
9,89011 : —3,57143 | 7
9,89011 |8
Svojstvene vrednosti matrice krutosti {2,86 154 154 099 099 0 0 0}-10°
i 3 5 6 8 1
9,89011 : 1,09890 : —0,27473 | 3,57143 |3
K = 9,89011 | 3,57143 | —0,27473 | 5 |.10°
9,89011 | 1,09890 |
sim. 9,89011 | s
- S a=s- 4, =K.s, =
Q" =q” Z{o 0 500,0 0 5000 0 0 o}

26.5.2024.

OMKE

interpolacija. Primer

= Kvadratna plo¢a optere¢ena v svojoj ravni

2D KE. Pravougaoni KE. Bilinearna

31

I:g
mlis
-
, 6
“R4y y’ v V3“R3y
_q 4l U 7 3] Us _
Um0 R R
L/4
@ =
2l 4
Vi Rly vV, R2y L/4
u;=0 Uy Yoo gy _____0sa___
vi=0 R 2 Ry v,=0 simetrije
| L/4 N L/4 N
50,0 | s
50,0 | s
[ A 10—5 m
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2D KE. Pravougaoni KE. Bilinearna
interpolacija. Primer

I:g
s
oié
~ 7 ° () ° : 6
= Kvadratna ploca opterecena v svojoj ravni vz, v vz,
_n 4] Us 7 3 us
T us=0 > »5
S JSPN GG Bl Ml AN Wl NN SN S B 10° Rax Rsx
=% 710 0 500 0 500 -150 0 -150( =~ ™ L/4
- o : - us @ XYy
i 2 2 4
4 V1[Ry, V2|R,, L/4
u, =0 1 Uy Ugg___!______gga____
Nedeformisan (isprekidana linija) v1=0 Ri1 2 Ry v,=0  cimetrie
. . . - L4, L4
I deformisan oblik (puna linija) . . 1
U
1 2
Komentar:
u(x,y) e . 0,000250+ 0,00050x ResSenja za raspodelu pomeranja,
u=Nd— ( =NTd = 000075000015y [ ™ napona i sila odredena primenom
v(x, -0, -0, . . . v e
Y Y MKE jednaka su tacnim resenjima, a
razlog je tacno opisivanje raspodele
& 0,00050 pomeranja u polju KE. Ako stvarna
e=Bd— ¢, r=B"d" =1 -0,00015 raspodela pomeranja ne bi mogla da
Y 0 se opiSe dobilo bi se priblizno resenje,
a konvergencija ka tacnom resenju
moze da se postigne povecanjem
ol 100,0 N, .| 10000} broja kona&nih elemenata
6=Sd—>q0, =S7d" =1 0 [ MPa Nop=hoyr=y 0 1o (proguicenje mreze) i/ili primenom
Ty 0 N, Ty 0 konacnih elemenata viseg reda




Interpolacione funkcije. Lagranzovi
polinomi

= Za aproksimaciju funkcije y(x) polinomom v odredenom
intervalu, i u odredenom broju tacaka n, tako da vrednosti
funkcije i polinoma budu medusobno jednake, mogu da se
koriste Lagranzovi interpolacioni polinomi stepenan — 1

= Linearna kombinacija vrednosti funkcije y; | Lagranzovih
polinoma L;(x) glasi

n
y(x) = z yiLi(x)
i=1
= gde je n

X—Xj
Li(x) = —
L ]

j=1
J#i

(x —x)(x —xp) - (0 — x;-1)(x — x341) - (x — x7)

L) = Ce; = 20) Qo — x2) -+ (6 — x3-1) (3 — X41) -+ (g — X)




Interpolacione funkcije. Lagranzovi
polinomi

= Lagranzovi polinomi imaju osobinu delta funkcije
1 zai=j
Li(x) = 8 = {o 22 i % )

= odnosno za x = x; Lagranzov polinom L;(x;) ima vrednost 1, a u svim
ostalim tackama ima vrednost jednaku 0, a to odgovara osobini
interpolacionih funkcija KE

= § obzirom na prethodnu osobinu, Lagranzovi interpolacioni polinomi
mogu da se primene za direkino odredivanje IF KE kod kojih je
potrebno obezbediti kontinuitet pomeranja, pri cemu n odgovara
broju ¢vorova, y predstavlja promenljivu v polju KE, a Lagranzovi
polinomi L;(x) su IF




Interpolacione funkcije. Lagranzovi
polinomi. 1D KE. Stapni KE. Aksijalno
haprezanje

n

R1, Uy 1 E,A 2 R,, u; X, U X — X;
e — > > Li(x) —

1 2 Xi — x]
L j=1

J#EL
= KE ima dva cvora, n = 2, pri cemu u svakom od njih postoji po
jedan stepen slobode (pomeranje u pravcu ose KE)

= Koordinate pocetnog i krajnjeg cvorasu x; = 0ix, = L
= Lagranzovi polinomi prvog stepena (linearni polinomi) glase

X—x, x-—L X x—x; x—0 x
1(x) X —x, 0—1 I 1(%) Ly(x) Xg—%, L—0 1 N> (x)

= Pomeranje u(x) interpolira se funkcijom

u(x) = ) wLi(x) = uy Ny (x) + uaNy(x) = wy (1 — %) + uz%

2
=1



2D KE. Pravougaoni KE. Bilinearna
interpolacija. Lagranzovi polinomi
= Lagranzovi polinomi mogu da se koriste za odredivanje IF

pravougaonog KE mnozenjem pripadajuéih polinoma u
pravcu koordinatnih osa x i y

n m

N.(x,v) = L. (X)L, () L= [=—<L wnom=| |
l ) y k l y X — xj v — y]
j=1 j=1
j#k J#l
= gde sunim broj Cvorova u pravcu osa x iy, respektivnoi 1 <k <ni
I1<I<m

= Lagranzovi polinomi za dva ¢vora u pravcima x iy ose glase

V4“R4y y,v V34 R3y

X—X X—X 4| Us 7 3| u
L) == Lx)="—" o

X1 — X2 Xy — X1 ﬁ v

2 ) y—M1 2| Y 4
L) = Lo(y) = i o, |

— - 1 . 2
yl yZ YZ yl (x1, y1) Rud (Xz;zyz) Fox




2D KE. Pravougaoni KE. Bilinearna
interpolacija. Lagranzovi polinomi

= odnosno vodecirac¢una o koordinatama cvorova x; = —aQ,
X,=qa,y,=—biy,=Dbsledi

L@ =3(1-3) LE=71+3) Lm=3(1-2) Lo)=5(1+2)

b b
|
IF glClse IF mogu da se odrede mnozZenjem pripadajuéih
v4§R4y v v v3§R3y pollnomq v pravcu koordinatnih osa x iy
4l s 7 3| us, Vor Cvoru 1 pridruzene su koordinate sa seme x; iy,
(Xa, Ya) | Ray (s, y3)|  Rax \ pase iF odreduje mnozenjem Ly (x) i L;(y)
) X u v ixe ) « Cvoru 2 pridruzene su koordinate sa seme x, iy,
2 Ly 4 pa se iF odreduje mnozenjem L,(x) i L, (y)
1R”u]k Ry b v « Cvoru 3 pridruzene su koordinate sa seme X, iy,
oLy Ao 2o " .. base iF odreduje mnozenjem Ly (x) i L,(¥)
w_a . a 2'} ’ « Cvoru 4 pridruzene su koordinate sa seme x; iy,
pa se iF odreduje mnozenjem L;(x) i L,(y)
1 X y 1 X y
Ny =L0Lo) =7(1-2)(1-3) N =L®LO) =2(1+>)(1-3)
1 1 ()L (y) 4 q b 2 2 (X)L (y) 4 . b
1 X y 1 X y
Ny =L,0)L,») =7(1+)(1+3)  Ny=L0)L0) =7 (1-=)(1+3)
3 2 () Ly (y 4 p b 4 1 ()L, (y) 4 q b




2D KE. Pravougaoni KE. 8
Bikvadratna interpolacija

KE drugog reda

||
J

d :I: a :I
= KE sa 9 cvorova i 18 stepeni slobode
= Lagranzovi polinomi za ¢vorove u pravcu n
. X — Xj
osa x iy glase LG = |
X=X, X—X, X=X, X=X, X=X, X=X, ey
LI(X)_ Xy =Xy X =X ' LZ(X)_ X, =Xy X, = X3 ’ LS(X)_ X3 =X, X3 =X, I
:y_yz y_y3 :y_yl y_y3 :y_yl y_yz y—y;
L) Vi =Ya Vi—Ys L) VoV V2 =¥s L) Ya=Yi V2= Vs h =] _yl—y]j
= odnosno koristeci koordinate ¢vorova T

X, ==a,%X,=0,x3=0a,y,=-b,y,=0, y;=Db sledi

Ly ( ):%[2—2—3 Lz(x):1_:_z La(x):%(;(—j gj
L ( )‘%(Z—z—%j Lz(y)zl—zz 3(”):%(;—2 %j

Ni(x,y) = L ()L, (y)

Ym
Y -
: i(xe y1)
V2
)41
X1 X3 Xk
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2D KE. Pravougaoni KE. 8
Bikvadratna interpolacija e
= KE sa 9 ¢vorova i 18 stepeni slobode e

Konstanta, 0. stepen, 1 ¢lan

Linearni, 1. stepen, 3 ¢lana

Kvadratni, 2. stepen, 6 ¢lanova

Kubni, 3. stepen, 10 ¢lanova

4. stepen, 15 ¢lanova

5. stepen, 21 ¢lan

6. stepen, 28 ¢lanova

Komentari:

« Elementi sa ovako izvedenim interpolacionim funkcijama nazivaju se u literaturi Lagranzovi konacni elementi

« Broj ¢vorova u KE je isti u pravcima koordinatnih osa x i y ali to ne mora biti slucaj, tj. moguce je mnoziti
jednodimenzionalne Lagranzove polinome razli¢itog stepena i na taj nacin izvesti IF

* Raspodela pomeranja opisana je nepotpunim polinomima, a o je jedan od nedostataka ovakvih konacnih
elemenata jer je zbog toga otezana konvergencija reSenja

« Proracun matrice krutosti, raspodele pomeranja, deformacije i napona analogan je sa proracunom kod
pravougaonog konacnog elementa sa bilinearnom interpolacijom




